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定義 1.1.X をバナッハ空間とし、 x,yEXとする。そのとき、 xがyにBirkhoff直交す
るとは、すべてのスカラー入に対して llx 十入YII~llxll が成立することを言い、 X 上BY で
表される。
定義からわかるように、 X上BYは、 xを通る y方向への直線と原点との間の距離が、 X








(i)すべてのxEX¥ {0}に対して、 Xl_B M となる Xの超平面M が存在する。





(iv) x..lByおよびXJ_B Zであっても、 XJ_B Y + Zであるとは限らない。
Birkhoff直交性をはじめとしたバナッハ空間における直交性の諸性質については、 Alonso-
Martini-Wu [1]が詳しい。また、特に、 (ii)については、バナッハ空間Xにおいて、 dimX2: 
3かつ XJ_B Y⇔ Y J_B Xであるとき、 Xはヒルベルト空間となることが知られている。つ
まり、ほとんどすべてのバナッハ空間において、 Birkhoff直交性は大域対称性を持たない。
この強力な結果の存在により、近年に至るまで、 dimX= 2の場合を除いてBirkhoff直交





定義 1.2.Xをバナッハ空間とし、 xEXとする。そのとき、 xがBirkhoff直交性に閑す
る左対称点であるとは、 yEXかつ XJ_B YならばYJ_B X となることを言う。
定義 1.3.Xをバナッハ空間とし、 xEXとする。そのとき、 xがBirkhoff直交性に関す
る右対称点であるとは、 yEXかつYJ_B Xならば XJ_B Yとなることを言う。
これらの定義は一見似通っているが、それぞれの持つ意昧は全く異なる。実際、次のこ
とが知られている。




定理 1.5(Turnsek [16]). Hを複素ヒルベルト空間とする。そのとき、 AE B(H)がBirkhoff
直交性に関する左対称点であることと、 A=Oとは同値である。
他にも、 Birkhoff直交性及びその派生に関する局所対称性の研究は様々に行われており、








Bxの接汎関数であるとは、ある xE Bxに対して Ref(x)= 111となることをいう。ま




補題 2.1(James [9]). Xをバナッハ空間とし、 x,yEXとする。そのとき、 X上BYであ






算に加えて対合A→ A*が定義され、すべてのAE辺に対して IA*Al = IAl2を満たす
ことを言う。ここで、対合とは、すべてのA,BE辺及びすべてのa,b E (Cに対して
(i) (aA + bB)* = aA* +切＊，
(i) (AB)*= B*A*, 




Hをヒルベルト空間とする。そのとき、 x,yEHに対して、 B(H)上の汎関数Wx,y(A)= 
〈Ax,y〉が定まる。これらの汎関数が成す族{wx,y:x,y EH}に関する弱位相は、 B(H)上








補題 2.2(Bhatia-Semrl [6]). Hをヒルベルト空間とし、 A,BE B(H)とする。そのとき、
A旦 Bであることと、 IIAx』→ IAI及び〈Axn,BXn〉→ 0を満たすH内の単位ベクト
ル列(xn)が存在することとは同値である。
この結果は、作用素の極分解を通して議論を正値作用素の場合に帰着する際に用いられ
る。ここで、 AE B(H)が正値 (positive)であるとは、すべてのxEHに対して〈Ax,x〉2':0 
が成立することを言い、 A2". 0で表される。これは、次の条件のそれぞれと同値である。







各AE B(H)に対して、 IAI= (A* A)l/2と定められる。また、 VEB(H)はV*Vが直交
射影であるとき、部分等距離作用素 (partialisometry)と呼ばれ、 V*Vを初期射影 (initial
projection)、VV*を最終射影 (finalprojection)とそれぞれ呼ぶ。 E,Fが直交射影であり、
ある部分等距離作用素Vに対して E= V*V及びF= VV*となるとき、 EとFは同値









補題 3.1.Rをフォン・ノイマン環とし、 AERとする。 AがVERを用いてA=VIAi 
と極分解されるとき、 IAI.lB BとA.lB VBとは同値である。




補題 3.2.Rをフォン・ノイマン環とし、 A,BE冗とする。 PE冗が中心射影であると





















(i) IAI = IAIPであり、かつ、 1川はRPにおいて Birkhoff直交性に関する左対称点で
ある。









は、少なくとも I型と II型の構成要素には属さないことがわかる。あとは、 In型の部分
を調べればよいが、これについては定理 1.5(特に、 2次正方行列からなる代数M2(<C)の
部分）が本質的である。次の補題を用いて、 2次正方行列の場合に帰着してやればよい。































Xをバナッハ空間とし、 xE Bxとする。そのとき、 xが単位球Bxの端点 (extreme
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